
 

 

 

 

 

 

 المحاضرة السابعة

 التوزیع الطبیعي :2.2.6.3: 

في  مهمةیعد التوزیع الطبیعي من أهم التوزیعات الاحتمالیة لما له من تطبیقات 
 یستخدم هذا التوزیع في كثیر من المسائل التطبیقیة . إذمجال الإحصاء، 

نلحظ أن  إذ. یستخدم التوزیع الطبیعي في وصف كثیر من المتغیرات العشوائیة 1
لخ) التي نواجهها في عشوائیة (من أطوال ، أوزان ، ...إعدداً كبیراً من المتغیرات ال

أو منحني تكرار ، له تقریباً شكل الجرس ، أو حیاتنا العامة  لها منحني كثافة ، 
له بصورة تقریبیة شكل منحني التكرار الطبیعي ،  كما نعبر عن ذلك إحصائیا ،

 أو شكل التوزیع الطبیعي.

مجموعة قیاسات لها شكل التوزیع الطبیعي فإن  إذا كان منحني تكرار (كثافة)
 ل المتوسط أو قریبة منها.معظم القیاسات تتركز حول القیمة الحقیقیة التي تشك
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 . یعتبر التوزیع الطبیعي تقریباً جیداً  و مفیداً بكثیر من التوزیعات الاحتمالیة.2

 اً ، بل یعد حجر الزاویة في الاستدلال الإحصائي.همّ مدوراً  یؤدِّي. 3

 تعریف:

σو  μالتوزیع الطبیعي بالوسیطین  Xن للمتغیر العشوائي إِ نقول 
2

ونعبر عن  

X~N(µذلك بالرمز  , σ
2

 إذا كانت كثافته الاحتمالیة:  (

𝑓(𝑥) =  1
𝜎.√2𝜋

𝑒−1
2( 𝑥−𝜇

𝜎 )2
      ;  −∞ < 𝑥 < +∞  

σ > 0   ;  −∞ < 𝜇𝜇 < +∞  

 ینتج من تعریف هذه الكثافة :

𝑥أنها تبلغ قیمتها العظمى عند  - = µ  1وتساوي هذه القیمة العظمى
𝜎.√2𝜋
. 

𝑥المنحني البیاني لهذه الكثافة متناظر بالنسبة للمستقیم  - = 𝜇𝜇 

→عندما  -   ∓∞ 𝑥  ّفإن𝑓(𝑥) = 0 
 𝜇𝜇لمتوسط ووسط ومنوال التوزیع الطبیعي القیمة نفسها  -
 المنحني البیاني لهذه الكثافة له الشكل : -
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1 μ>0 

 

 

 
 

 
 

 

 الریاضي والتباین :التوقع  -
E(X) = µ          , V(X) = σ2  

 𝑋 هما التوقع الریاضي والتباین لـ 𝜎𝜎2و     𝜇𝜇أي أن وسیطي التوزیع الطبیعي 
 على الترتیب.

 
 دالة التوزیع :

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑥
−∞ dt = 1

𝜎.√2𝜋 ∫ 𝑒
−1
2 (𝑡−𝜇

σ )2
𝑑𝑡𝑥

−∞   

𝑥 𝜇𝜇 𝜇𝜇 < 0 
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 :تيوهي تساوي القسم المظلل في الشكل الآ

𝑃(Xوهي تمثل  ≤ 𝑥)  

 

𝐹(µ )من الواضح  = 1
2

 (لماذا ؟) 

 دالة الكثافة ودالة التوزیع المعیاریة: 32.2.6.

التوزیع الطبیعي المعیاري إذا كان   𝑍نقول إنّ للمتغیر العشوائي  تعریف:
𝑍 ~𝑁(0,1) أي إذا كان لـ ،𝑍 ةالكثافة الاحتمالی: 

𝑓(𝑥) = 1
√2π

 𝑒−1
2𝑥2

                   ;  −∞ < 𝑥 < +∞   
 
 دالة التوزیع:مِنْ ثَمَّ و 

𝐹(𝑥) = 1
√2π

 ∫ 𝑒−1
2𝑡2

 𝑑𝑡𝑥
−∞   

ولدالة  𝑓(𝑥)بدلاً من  φ( 𝑥)سنرمز لدالة الكثافة الاحتمالیة في هذه الحالة بـ 
 . 𝐹(𝑥)بدلاً  Φ( 𝑥)التوزیع بـ 

 𝛷𝛷(𝑥 )ودالة توزیعه  φ( 𝑥)فإن كثافته  𝑍 ~𝑁(0,1)أي إذا كان 
 

ϕΦ(𝑧)  

Φ( 𝑥)  

ϕΦ(−𝑧) 

𝜇𝜇 𝑥 

F( 𝑋) 
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Φ(− 𝑧) التمثیل البیاني لكثافة التوزیع الطبیعي المعیاري(بسبب التناظر)( = 1 − 𝜙(𝑧) ( 

 

 

 

 

 

 

 ϕ(z) والمساحة المظللةمنحني كثافة التوزیع الطبیعي المعیاري 

𝑃(𝑍الاحتمال  Φ( 𝑧)تمثل المساحة المظللة  ≤ 𝑧)  ومن الواضح أن
1
2

=Φ( 0) 
وقد ، إنّ حساب قیم دالة التوزیع للمتغیر الطبیعي المعیاري غیر ممكنة تحلیلاً 

𝑥من عند النقطة 𝑡من أجل قیم  ϕ( t)أعدّ جدول یعطي قیم دالة التوزیع  = 0  
𝑥حتى النقطة  =  بین كل قیمة والقیمة التي تلیها. 0.01بفاصل   3.5

 جدول التوزیع الطبیعي المعیاري وطریقة استخدامه: -

 0.01ابتداءً من الصفر وبفاصل  Φ( 𝑧)إنّ هذه الجدول یعطي قیم دالة التوزیع 
  0.1وبفاصل 3.4− ابتداءً من  𝑧بین كل قیمة والقیمة التي تلیها . وقد وضعت 

𝑦  

𝑥  0  𝑥  

ϕΦ( 𝑥)  
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في السطر   𝑧في العمود الأیسر، ووضعت المنزلة العشریة الثانیة من قیمة
، ومقابل كل قیمة في العمود الأیسر هناك سطر یمكن تسمیته بهذه القیمة الرأسي

وتحت كل قیمة من قیم المنزلة العشریة الثانیة هناك عمود یمكن تسمیته بالقیمة 
فقد وضعت في صلب  Φ( 𝑧)التي تقع فوقه. أما قیم المساحات ، أي قیم الدالة 

 الجدول وكل منها ملتقى سطر مع عمود.

 :)38.3( مثال
𝑃(𝑍أوجد  𝑍 ~𝑁(0,1)إذا كان  < 𝑃(1و  (2.56 < 𝑍 < و  (1.33

𝑃(𝑍 > 𝑃(𝑍و  (1.84 < −1.36) 
 الحل :

𝑃(𝑍إنّ  < 2.56) = Φ( 2.56)     و باستخدام جدول التوزیع الطبیعي نجد
  0.9948هي   0.06والعمود  2.5عند ملتقى السطر  Φ( 𝑧)أنّ قیمة 

 بأسلوب مشابه نجد:

P(1 < 𝑍 < 1.33) = P(Z < 1.33) − P(Z ≤ 1) =  Φ( 1.33) − Φ(1)  
                                 =  0.9082 − 0.8413 = 0.0669     

 وكذلك نجد:
P(Z > 1.84) = 1 − P(Z ≤ 1.84) = 1 − ϕ(1.84)  
= 1 − 0.9671 = 0.0329  
P(Z < −1.36) = ϕ(1.36) = 0.0869  

یمكن استخدام جدول دالة التوزیع الطبیعي بشكل عكسي كما في  ملاحظة:
 :تیینالمثالین الآ

 : )39.3(مثال 

127 
 



𝑃(𝑍 وكان لدینا 𝑍 ~𝑁(0,1)إذا كان  < 𝑎𝑎) = فإننا نبحث عن  0.8289
،  0.05والعمود  0.9، وسنجد بأنّ هذه القیمة تقع عند السطر  0.8289القیمة 

𝑎𝑎أي :  0.95هي  𝑎𝑎إذن قیمة  = 0.95 

 ) :40.3مثال (
 حیث cو   𝑎𝑎، أوجد قیمة الثابتین الحقیقیین  𝑍 ~𝑁(0,1)إذا كان 

 𝑃(𝑍 < 𝑎𝑎) = 𝑃(𝑍 و  0.5 < 𝑐) = 0.2061 
 الحل:

𝑃(𝑍إنّ  < 𝑎𝑎) = 𝑎𝑎  مِنْ ثَمَّ و  Φ( 𝑎𝑎)=0.5یعني  0.5 = 0 
P(Zأما  < 𝑐) = Φ( 𝑐)  یعني أنَّ  0.2061 = ، ولو حاولنا  0.2061

 أن: لوجدناداخل جدول التوزیع الطبیعي المعیاري  0.2061البحث عن القیمة 
𝑐 = −0.82  

 جداً: مهمّةمبرهنات  33.2.6.
 ):1مبرهنة(

,𝑁(𝜇𝜇التوزیع الطبیعي  xإذا كان لـ  𝜎𝜎2)  فإنه یكون للمتغیر العشوائي
𝑍 = 𝑋−𝜇𝜇

𝜎
 التوزیع الطبیعي المعیاري ، أي: 

𝑋~𝑁(𝜇𝜇, 𝜎𝜎2) ⇒ 𝑍 = 𝑋−𝜇𝜇
𝜎

~𝑁(0,1)  
 

 ملاحظة:
أي الاحتمالات المتعلقة  Φ(𝑧 )في الأمثلة السابقة طریقة إیجاد قیم الدالة  نّالقد بَیّ 

والآن لنبین طریقة إیجاد الاحتمالات المتعلقة  𝑧بالمتغیر الطبیعي المعیاري 
,𝑁(𝜇𝜇الذي یتوزع وفق التوزیع الطبیعي  Xبالمتغیر العشوائي  𝜎𝜎2)  ولكي نتمكن
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وعند  𝜎𝜎2و  µیجب معرفة قیمتي الوسیطین  Xمن حساب الاحتمالات المتعلقة بـ 
 . Xنقوم بمعایرة  ن یصبح الأمر في غایة السهولة إذمعرفتنا للوسیطی

𝑍        تب :أي نك = 𝑋−𝜇𝜇
𝜎

 
ثم  ، 𝑧إلى عبارة احتمالیة مكافئة بدلالة  Xثم نحوّل العبارة الاحتمالیة المتعلقة بـ 

على طریقة  قبل قلیلنعود إلى جدول التوزیع الطبیعي المعیاري الذي تدربنا 
 استخدامه.

 ) : 41.3مثال(
 قیمة الاحتمال:أوجد ف.  N(50,100)متغیراً عشوائیاً له التوزیع  Xإذا كان 

P[42 < 𝑋 < 55]  
 الحل:

𝑍 ونفرض Xنقوم بمعایرة المتغیر العشوائي  = 𝑋−𝜇𝜇
𝜎

 ینالمقابلت 𝑍ثم نعین قیمتي  
𝑥1للقیمتین  = 𝑥2و  42 = 55 

 
 

 
 

𝑧1 = 𝑥1−𝜇𝜇
𝜎

= 42−50
10

= −0.8  
𝑧2 = 𝑥2−𝜇𝜇

𝜎
= 55−50

10
= 0.5  

 یكون : مِنْ ثَمَّ و 
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P[42 < 𝑋 < 55] = P[−0.8 < 𝑍 < 0.5]  
= P[Z < 0.5] −  P[Z < −0.8] = 0.6915 − 0.2119 = 0.4796  

 ):42.3مثال (
بحیث یكون  xقیمة  أوجدف 𝑁(10,16)عشوائیاً له التوزیع  تغیراً مت Xإذا كان 

P[X < 𝑥] = 0.9980 
 الحل:

𝑍ونفرض :                    xنقوم بمعایرة  = 𝑋−𝜇𝜇
𝜎

 
𝑧فهي :  xالموافقة لـ  𝑧أما قیمة  = 𝑥−𝜇𝜇

𝜎
 

P[Xبحیث یكون :  𝑧ثم نعین  < 𝑥] = P[Z < 𝑧] = 0.9980 

الموافقة للقیمة  𝑧أن قیمة  لوجدناولوعدنا إلى جدول التوزیع الطبیعي المعیاري 
𝑧هي  0.9980 = 2.88  

 

𝑧من العلاقة:  xثم نعین  = 𝑥−𝜇𝜇
𝜎

= 𝑥−10
4

= 2.88 

𝑥      ومنه نجد :       = 4(2.88) + 10 = 21.51 

µعشوائیاً طبیعیاً متوسطه  غیراً مت Xإذا كان  ):43.3مثال( = وانحرافه   40
σالمعیاري  =  أوجد قیمة: 6
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𝑎𝑎    .1  من المساحة تحت منحني تابع الكثافة. %45التي یقع على یسارها 

𝑏   .  من المساحة تحت منحني تابع الكثافة. 14%التي یقع على یمینها  2

 الحل:
 بحیث یكون : 𝑎𝑎لنعین قیمة  )1

F(𝑎𝑎) = 𝑃[𝑋 < 𝑎𝑎] = 0.45  

 وبالتحویل للطبیعي المعیاري نجد :

𝑃 �𝑋−𝜇𝜇
𝜎

< 𝛼−40
6

� = 𝑃[𝑍 < 𝑧] = 0.45  

𝑧                             حیث: = 𝛼−40
6

 
 

 الموافقة للقیمة 𝑧ومن جدول التوزیع الطبیعي المعیاري نجد قیمة 
𝑧هي  0.45  =  ومنه فإن : 0.13−

𝛼𝛼 = 6(𝑧) + 40 = 6(−0.13) + 40 = 39.22  

 بحیث یكون :  𝑏نعین قیمة  )2

𝑃[𝑋 > 𝑏] = 0.14  
 ومنه : 

𝑃[𝑋 < 𝑏] = 1 − 0.14 = 0.86  

 وبالتحویل للطبیعي المعیاري نجد :

P �X−µ
σ

< b−40
6

� = P[Z < 𝑧] = 0.86  
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 حیث: 
𝑧 = 𝑏−40

6
  

هي  0.86الموافقة للقیمة  𝑧ومن جدول التوزیع الطبیعي المعیاري نجد قیمة 
𝑧 =  ومنه فإن : 1.08

𝑧 = 1.86 = 𝑏−40
6

⇒ 𝑏 = 46.48  

 
 :)44.3( مثال

عشوائي یخضع للتوزیع الطبیعي بمتوسط إذا فرضنا أن طول الشخص متغیر 
µ = 175 𝑐. 𝑚  وانحراف معیاريσ = 7.5 𝑐. 𝑚 كیف یحدد مهندس ارتفاع ف

من  %2أبواب الغرف في منزل یقوم بتصمیمه بحیث لا یضطر أكثر من 
 الأشخاص إلى تخفیض رؤوسهم عند الدخول وعند الخروج . 

 الحل:
 على طول الشخص فإن: X إذا دل 

𝑋~𝑁(175,56.25)  
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.𝑎𝑎 𝑐فإذا فرضنا أن ارتفاع الباب هو  𝑚   فیكون المطلوب تحدید قیمة𝑎𝑎  بحیث
 یكون:    

𝑃(𝑋 > 𝑎𝑎) ≤ 0.02  
 ولكن :

P(X > 𝑎𝑎) = 1 − P(X < 𝑎𝑎)  

= 1 −  Φ �𝑎−175
7.5

� ≤ 0.02  

 بحیث یكون :  𝑎𝑎نعین مِنْ ثَمَّ و 

Φ �𝑎−175
7.5

� ≥ 0.98  

 :ولكن من جدول التوزیع الطبیعي المعیاري نجد

0.98 = Φ(2.06)  

Φبحیث یكون :  aإذن نعین  �𝑎−175
7.5

� ≥ Φ(2.06)     

Φ( 𝑎−175 دالة  متزایدة ( 
7.5

≥ 2.06                          ⇒ 

⇒  𝑎𝑎 ≥ 190.45 𝑐. 𝑚  

 

 

 ):45.3( مثال

. أونزة 2.3بانحراف معیاري  أونزة 19.3في بستان للبرتقال متوسط وزن الثمرة 
 یتبع التوزیع الطبیعي ، احسب:  Xمفترضاً أنّ وزن الثمرة متغیر عشوائي
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 .ةأون 18نسبة الثمار التي یقل وزنها عن  - أ
 .ةأونز  20سبة الثمار التي لا یقل وزنها عن ن - ب
 .ةأونز  20.5و   18.5نسبة الثمار التي یتراوح وزنها بین  - ت
 من الثمار.  15%الوزن الذي سیقل عنه  - ث
 من الثمار. 25الوزن الذي سیزید علیه % - ج

 الحل:

P[X - أ < 18] = P �X−µ
σ

< 18−19.3
2.3

� = P[Z <  −1.3
2.3

]                   

                         = 𝑃[𝑍 <  −0.57] = 0.2843   

𝑃[X                  - ب ≥ 20] = 𝑃 �𝑋−𝜇𝜇
𝜎

≥ 20−19.3
2.3

� = 𝑃 �𝑍 ≥  0.7
2.3

� 

                            = 𝑃[𝑍 ≥  0.30] 

= 1 − 𝑃[𝑍 <  0.30] = 1 − 0.6179 = 0.3821  

 .38.21% أونزة 20یقل وزنها عن  نّ نسبة الثمار التي لاأي إ

  - ت
𝑃[18.5 < 𝑋 < 20.5] = 𝑃 �18.5−19.3

2.3
< 𝑋−𝜇𝜇

𝜎
< 20.5−19.3

2.3
�  

= 𝑃(−0.35 < 𝑍 < 0.52) = 𝑃[Z < 0.52] − 𝑃[Z < −0.35]  

= 0.6985 − 0.3632 = 0.3353  

 %33.35هي  أونزة 20.5و  18.5ن نسبة الثمار التي یتراوح وزنها بین إأي 

 فیكون:  𝑎𝑎من الثمار هو  15%بفرض أنّ الوزن الذي سیقل عنه   - ث
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𝑃[X < 𝑎𝑎] = 0.15 ⇒ 𝑃 �𝑋−𝜇𝜇
𝜎

< 𝑎−19.3
2.3

� = 0.15  

⇒ Φ �𝑎−19.3
2.3

� = 0.15 ⇔ 𝑎−19.3
2.3

= −1.04  

𝑎𝑎 = 19.3 − (2.3)(1.04)  

𝑎𝑎 = 16.9 

 . 15% تساوي ةأونز  16.908عن  وزنها قلینّ نسبة الثمار التي إأي 

 فیكون:  bمن الثمار هو  25بفرض أن الوزن الذي سیزید علیه % - ج

P[X > 𝑏] = 0.25 ⇔ b−19.3
σ

= 0.67  

b = (2.3)(0.67) + 19.3 = 20.841  

 .25%تساوي   20.841 علىهذا یعني أن نسبة الثمار التي یزید وزنها 

,X1 إذا كانت ):2مبرهنة ( X2, … , Xn  من المتغیرات العشوائیة المستقلةمتتالیة ،
,N(µالتي لكل منها التوزیع الطبیعي  σ2) : نفسه ، فإنه یكون للمتغیر العشوائي 

Y1 = ∑ Xi = X1 + X2 + ⋯ + Xn
n
i=1   

,N(nµالتوزیع الطبیعي  nσ2)   

V(Y1)لاحظ أن  = nσ2, E(Y1) = nµ 

Y2 ویكون للمتغیر العشوائي  = X �=∑ X𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
,N(µالتوزیع الطبیعي   σ2

n
 )  

∑ العشوائي للمتغیرفإنه یكون  مِنْ ثَمّ و  𝑋𝑖−𝑛𝜇𝜇𝑛
𝑖=1

√𝑛𝜎
التوزیع الطبیعي المعیاري،  

 ویكون للمتغیر العشوائي:
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𝑍 = 𝑋�−µ
σ

√n
~N(0,1)  

 .أیضاً  التوزیع الطبیعي المعیاريأي له 

,X1نسمي كل متتالیة من المتغیرات العشوائیة المستقلة  تعریف: X2, … , Xn   
مأخوذة من    𝑛نفسه ، عینة عشوائیة حجمها F(𝑥)التوزیع  دالةالتي لكل منها 

 . F(𝑥)المجتمع 

 (على الطالب فهم هذا التعریف بشكل لا لبس فیه).

 ):46.3مثال(

أنّ أوزان الأشخاص الذین یستخدمون مصعداً معیناً تتوزع وفق التوزیع بفرض 
 350 ، والحد الأعلى المسموح به لحمولة المصعد هوN(80,100) الطبیعي

 كغ.

بصورة عشوائیة یجتمع أربعة أشخاص في المصعد. ما احتمال تجاوز  . أ
 ؟الحمولة القصوى

تزن ثلاثة أمثال ومعه أمتعة بصورة عشوائیة هناك شخص واحد في المصعد  . ب
 ، ما احتمال تجاوز الحمولة القصوى؟وزنه

 :الحل
,X1بفرض أنّ أوزان الأشخاص الأربعة هي  . أ X2, X3, X4    فتكون هذه

 )Xi~N(80,100)   ;      )𝑖=1,2,3,4الأوزان مستقلة و 
 ویكون الاحتمال المطلوب:

𝑃[𝑋1 + 𝑋2 + X3 + 𝑋4 > 350] = 𝑃(∑ 𝑋𝑖 > 3504
𝑖=1 )  
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∑ولكن   Xi~N(320,400)4
𝑖=1 :وبالتالي یمكننا أن نكتب ، 

𝑃(∑ 𝑋𝑖 > 3504
𝑖=1 ) = 𝑃 �∑ 𝑋𝑖−3204

𝑖=1
20

> 350−320
20

�  

= 𝑃 �𝑍 > 3
2
� = 1 − 𝑃(𝑍 ≤ 1.5) = 1 − Φ(1.5)  

= 1 − 0.9332 = 0.0668  

، ویكون الاحتمال  𝑋 3فیكون وزن الأمتعة  𝑋إذا رمزنا لوزن الشخص بـ  . ب
 المطلوب:

𝑃(4𝑋 > 350) = 𝑃(𝑋 > 87.5) = 𝑃 �𝑋−𝜇𝜇𝑋
𝜎𝑋

> 87.5−80
10

�  

=  𝑃(𝑍 > 0.75) = 1 − Φ(0.75) = 1 − 0.7734 = 0.2266  

 ): 47.3مثال(

وقد بدأ باستقبالهم في الخامسة مساءً.  ،عشرون مراجعاً  في عیادة أحد الأطباء
نتهي عمله، إذا كان یعلم من خبرته یبأنه س 99%ففي أي ساعة سیكون واثقاً 

µالسابقة أن أزمنة مقابلة المرضى تتوزع توزعاً طبیعیاً بتوقع  = دقیقة   10
 دقائق. 3وبانحراف معیاري 

 المتغیر الدال على أزمنة مقابلة المرضى عندئذ : 𝑋الحل: لیكن 

X~N(µ = 10, σ2 = 𝑛ومن أجل     (9 =  مریضاً فإن :  20

Y = ∑ Xi~N(nµ, nσ2) = N� (20)(10); (20)(9)�n
i=1   

Y~N(200,180)  

 یحتسب: 0.99ثقة  بضاً و یمر  20اللازم لمقابلة   yفلحساب الزمن 
137 

 



p[Y ≤ y] = 0.99 ⇒ P �Y−µY
σY

≤ y−µy

σy
� = 0.99  

⇒ p �Z ≤ y−µy

σy
� = 0.99 ⇒ y−µy

σy
=   � من الجدول � 2.33

y = (2.33)�σy� + µy = (2.33)�√180� + 200 =   دقیقة 231.23

وستكون نهایة ، دقیقة  51ساعات و  3 :دقیقة وهذا یساوي  231.23یلزمه أي 
 العمل في الساعة:

� الساعة الخامسة � + � 3 ساعات � + �51 دقیقة  � = �  الساعة 8 � +   �51 دقیقة  �

 ) :𝛔𝛔 3(قاعدة الـ  التجریبیةالقاعدة  34.6.

 للتوزیع الطبیعي. σما یعنیه الانحراف المعیاري  تیةنبیّن من خلال المبرهنة الآ
,X~N(µ   إذا كان ):3مبرهنة ( σ2) :ّفإن 

1( 𝑃(µ − σ ≤ X ≤ µ + σ) = 0.6826         

µ]ن نسبة القیاسات الواقعة  داخل المجال إأي  − σ, µ + σ]   لا تقل عن
 ( یجب توضیح ذلك بشكل دقیق للطلاب من خلال الأمثلة). 68.28%

2( 𝑃(µ − 2σ ≤ X ≤ µ + 2σ) = 0.9544              

µ]ن نسبة القیاسات الواقعة داخل المجال إأي  − 2σ, µ + 2σ]   لا تقل عن
%95.44 

3     (𝑃(µ − 3σ ≤ X ≤ µ + 3σ) = 0.9974             
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µ]ن نسبة القیاسات الواقعة داخل المجال أي إ − 3σ, µ + 3σ]   لا تقل عن
%0.9974 

 الإثبات: •
 ):1إثبات ( )1

P(µ − σ ≤ X ≤ µ + σ) = P �−1 ≤ X−µ
σ

≤ +1 �  

= P(−1 ≤ Z ≤ +1)  

= P(Z ≤ +1) − P(Z < −1) =  ϕ(+1) − ϕ(−1)  

= Φ(+1) − �1 − Φ(1)� = 2Φ(1) − 1 = 2(0.8413) − 1  

= 1.6826 − 1 = 0.6826  
 

 .) . ( یترك ذلك تمریناً للقارئ)3) و(2وبالأسلوب نفسه نثبت صحة (
إنّ استخدام مضمون هذه المبرهنة یصدر لنا قاعدة تجریبیة لتحدید كون قیاسات 
المجتمع المدروس ( من خلال القیم التي یأخذها متغیر عشوائي ما ) هي من 

 Xمجتمع طبیعي أم لا . لأجل ذلك نعد قیم هذا المجتمع هي قیم لمتغیر عشوائي 

  �̅�هذه القیم ، ولیكن  مجهولان ، ثم نحسب متوسط σ2وتباینه  µمتوسطه  
  𝑠ونعد  𝜇𝜇قیمة تقریبیة لـ     �̅�( نعد   𝑠والانحراف المعیاري لهذه القیم ولیكن 

 ثم نحسب نسبة القیاسات الواقعة ضمن المجالات: σقیمة تقریبیة لـ 
[�̅� − s, �̅� + s] 

�̅�]   و                         − 2s, �̅� + 2s] 

�̅�]            و                − 3s, �̅� + 3s] 
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ونقارن هذه النسب مع النسب المعطاة في هذه المبرهنة، فإذا كانت قریبة منها 
بشكل مقبول قلنا : إنّ هذا المجتمع الذي أخذت منه القیاسات هو مجتمع طبیعي 

𝜇𝜇متوسطه  = �̅�  وتباینه  σ2 =  s2 اختبار كون  وتسمى القاعدة السابقة )
 . 3σالمجتمع طبیعیاً) بقاعدة الـ 

 ):2ملاحظة (

 إنّ المبرهنة السابقة تعني أنّ نسبة القیاسات الواقعة خارج المجال
 [µ − 3σ, µ + 3σ]  مما یعني أن نسبة القیاسات التي تزید ،   %0.26هي
µ لىع + 3σ  وأنّ نسبة القیاسات التي تقل عن   %0.13 هيµ − 3σ  هي  

𝑥، وذلك بسبب تناظر منحني الكثافة الطبیعیة حول المستقیم  0.13% = µ . 

ϕ(3.49)ولو تأملنا في جدول التوزیع الطبیعي المعیاري لوجدنا  = 0.9998 
یسمح لنا ، ولو بشكل تقریبي عدّ قیم  امتزایدة (لماذا ؟) ، فهذ Φ(z)بما أنّ الدالة 
Φ(𝑧) = zمن أجل جمیع قیم  1 ≥ Φ(𝑧)، وكذلك  3.60 = من أجل  0

zجمیع قیم  ≤ 3.60 
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